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LICEO SCIENTIFICO BOREALE 2 ORDINARIA 2024 - PROBLEMA 2

In figura, sono rappresentati i grafici della funzione esponenziale, con x < 0, e della funzione logaritmica,
con x > 1, entrambe in base naturale.

a)

Determinare il polinomio di terzo grado P(x) in modo che la funzione

e* x <0
fx)={P(x) 0<x<1
In(x) x>1

sia continua e derivabile in R.

Deve essere: P(x) = ax3 + bx? + cx + d. Ricordiamo che una funzione razionale intera & definita,
continua e derivabile su tutto R.

Per essere continua in x = 0 deve essere: li%q_f(x) = P(0),quindi1 =d.
X—
Deve poi essere: lir1n+ f(x)=PQ),quindi:0=a+b+c+1.
X—

Per essere derivabile in x = 0, essendo la funzione continua, per il criterio di derivabilita é sufficiente che
sia: lim f'(x) = lim_f’'(x).Quindi: lim e* = lim (3ax? + 2bx + ¢), percio: 1 = c.
x—0~ x—0t x—0~ x—0*t 1
Per essere derivabile in x = 1 deve essere £/ (1) = f!(1), lir?+; = lir{1_(3ax2 + 2bx + ¢), da cui:
xX— x—

1=3a+2b+c, 1=3a+2b+1, 3a+2b=0. |valoridia e b si ottengono quindi risolvendo il
seguente sistema:

{0=a+b+c+1_{0=a+b+2_{ a=—-b—-2 _{a:4
3a+2b=0 ’'l3a+2b=0"13(-b—2)+2b=0 =>-b—-6=0; b=—-6" lb=-6

Il polinomio richiesto ha quindi equazione: P(x) = 4x3 — 6x? + x + 1.
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b)

Posto P(x) = 4x3 — 6x% + x + 1, dimostrare che ammette un ulteriore zero distinto da 1. Dopo aver
determinato le ascisse dei punti stazionari e studiato la concavita, tracciare il grafico del polinomio
completando il grafico y rappresentativo della funzione f.

Dimostriamo che il polinomio ammette un ulteriore zero distino da 1.

Scomponendo il polinomio con la regola di Ruffini (sappiamo che una radice del polinomio & x = 1) si
ottiene:

P(x)=4x3—6x?+x+1=(x—1)(4x?-2x—-1)

Risulta4x? —2x—1=0sex = %g: quindi il polinomio ammette altri due zeri oltre ad x = 1 e sono:

x = 1i4‘/§, di cui solo UNO, x = 1+4‘/§

, appartiene all’intervallo 0 < x < 1.

Determiniamo le ascisse dei punti stazionari.

La funzione polinomiale P(x) = 4x3 — 6x2 + x + 1 & definita, continua e derivabile su tutto R, quindi le
ascisse dei punti stazionari le troviamo annullando la derivata prima:

6+vV24 3++6
P'(x)=12x>—-12x+1=0 sex = =
12 6
3+V6

Quindi, ci sono 2 punti stazionari, le cui ascisse sono: —-

Studiamo la concavita del grafico.
1
P'"(x) =24x—12>0sex > o

T s s 1 . 1 1, .
Quindi: il grafico volge la concavita verso 1’alto se x > 5 € Verso il basso se x < > €Xx =-epunto di flesso.
1 1Y) .
F = (E;E) e flesso per la curva.
Studio del grafico della funzione polinomiale
Oltre a quanto gia detto, osserviamo che:

lim P() = lim (4x% — 6x% +x + 1) = +on.
X—too x—+00

Non ci sono asintoti.

Studiamo la monotonia.

P'(x) =12x2—12x+1>0 se x < %g vel x > 3+6‘/E. Quindi il grafico & crescente per
x < %g vel x > %g e decrescente per 3_6\/5 <x< 3+6\/g. Pertanto x = %g € un punto di massimo
relativoe x = 3+/8 un punto di minimo relativo.

6
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Tenendo presente lo studio della concavita gia effettuato, il grafico risulta il seguente:

Pla) =[4a2" 62’ +u

05 N

1

Il grafico y della funzione f si completa quindi nel modo seguente:

Se(r < 0,¢")

h(zx) = Se(z > 1,In(x))

c)

15 2

Indicato con B il punto di flesso di P(x) e con A e C i punti di ascisse, rispettivamente, x =0 e x =1,
dimostrare che B ¢ il centro di simmetria dell’arco di estremi A e C. Verificare che le rette tangenti a y,

nei punti A e C, sono parallele.

Rappresentiamo graficamente i dati forniti:

B=(05.0.5)

h(r) = Se(r > 1,In(x))

1 15 H
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Dimostriamo che B é il centro di simmetria dell’arco di estremi A e C.

La proprieta richiesta vale per tutte le cubiche: il flesso & centro di simmetria per una cubica.
Dimostriamolo esplicitamente nel nostro caso.

La simmetria di centro (a; b) ha equazioni:

{x’=2a—x_ N {x:2a—x’

La simmetria di centro B = G%) ha equazioni:
{le—x’_ {x—>1—x

y=1-y" ly->1-y
Cerchiamo I’equazione della curva simmetrica rispetto a B della curva di equazione:
y=P(x)=4x3—6x>+x+1
1-y=41-x)3-6(1-x)?+(1—-x)+1="--=—4x3+ 6x? — x; dacui:
—y=—4x3+6x?—x—1=>y=4x3>—6x+x+1=P(x)

Questo dimostra che B ¢ centro di simmetria per il grafico di P(x), quindi anche dell’arco di estremi A e C,
che sono simmetrici rispetto a B (come si puo facilmente osservare sia graficamente che utilizzando le

x—>1—x

equazioni della simmetria{ :
y—-o1l-y

Verifichiamo ora che le rette tangenti a y, nei punti 4 e C, sono parallele.

Ricordando la funzione f il cui grafico € y e derivabile inx = 0 e x = 1, risulta:

f'(0) = D(e*)y=¢ = (e¥)x=0 = 1 = m(tangente in A)

f'(1) =D(nx),-1 = (%)le =1 = m(tangente in C)

Quindi, essendo f'(0) = f'(1) = 1 le due tangenti sono parallele.

d)

. ’ . - . . 1 e
Scrivere I'equazione della retta t, tangente al grafico y, nel punto B di ascissa 5 Verificare che t non ha
ulteriori punti in comune con y. Determinare ['area della regione finita di piano delimitata da t, da y e dalla
. . 3
retta di equazione x = >

Laretta t e la tangente nel flesso B = (%%) B appartiene al grafico di P(x) = 4x3 — 6x? + x + 1 quindi,

essendo P’(x) = 12x2 — 12x + 1, il coefficiente angolare della tangente t & P’ G) =3-6+1=-2

La retta t ha quindi equazione: y —% =-2 (x — %) ;Y =—2x+ %
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Verifichiamo che ¢ non ha ulteriori punti in comune con .

Osserviamo che la retta tangente taglia I’asse delle ordinate in y = % quindi, per x < 0, il suo grafico sta al
di sopra del grafico di y = e*: la tangente non ha intersezioni con y per x < 0. Inoltre, se x = 1 la retta ha
ordinata — % mentre la funzione logaritmica ha ordinata nulla: la tangente non ha intersezioni con y per

x> 1.

Verifichiamo che la tangente ha solo B come intersezione con y per 0 < x < 1, risolvendo il seguente
sistema:

3
=-—2x+- 0
{ y 2 xS —6x?+x+1=—2x+2; 4x° —6x2 +3x 3 = 0; cioe:

y=4x3—-6x2+x+1
8x3 —12x2+6x—1=0, (2x — 1)3 = 0: abbiamo la sola radice x = % (che & tripla, a conferma che
x= % e punto di flesso).
Determiniamo ora l’area della regione finita di piano delimitata da t, da y e dalla retta di equazione x = ;

Rappresentiamo la regione richiesta:

05
A, =006

La regione & compresa fra le curve di equazione P(x) = 4x3 —6x? +x+ let:y = —2x + % tra % el

mentre € compresa fra le curve di equazione y =In(x) e t:y = —2x +% frale =. Pertanto:

A=A1+A2.

1 3 1 1
A1=f1 [4x3—6xz+x+1—(—2x+z)]dx=_[1 [4x3—6x2+3x—5 dx =
5 2
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[x —2x3 + 5% ——x] =—u2—A1

3

A, = f? [ln(x) — (—Zx + %)] dx = J‘E [ln(x) +2x — %] dx
1 1

Cerchiamo una primitiva di In (x) integrando per parti:

1
fln(x)dx=f(x)’ln(x)dx=xln(x)—fx-;dx:xln(x)—x+c

Quindi:
3
3 1
A, = j [ln(x) +2x — = dx = [xln(x) —x +x? —Ex] == Eln(—> u? =4,
1

N| W

L’area richiesta ¢ quindi: A = A, + A, = [i —ln (287)] = (0.06 + 0.61) u? = 0.67 u?

Con la collaborazione di Angela Santamaria

Boreale 2 Sessione Ordinaria 2024 Problema 2 6/ 6 www.matefilia.it




